Über einige dirichletsche reihen  by van Lint, J.H.
MATHEMATICS 
UBER EINIGE DIRICHLETSCHE REIHEN 
VON 
J. H. VAN LINT*) 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of September 28, 1957) 
1. In seiner Arbeit [l] betrachtet SANDHAM die Dirichletschen Reihen 
oo r (m2) L am• , wo ra(m2 } die Anzahl der Darstellungen von m2 als Summe 
m~1 
von a Quadraten ist. Fiir a= 3,5 und 7 findet er Euler-Produkte fiir diese 
Reihen, z.B. fiir a= 5: 
~ r 5(m2) = lO C(s) C(s- 3) . I 
m-'7:1 ms C(s-1) 1-21-s • 
Wenn a eine ungerade Zahl grosser als 7 ist, gibt es nicht mehr solche 
einfachen Formeln. Das liegt daran, dass das Geschlecht der quadratischen 
Form xi+ x~ + ... + x~ fur a> 8 mehr als eine Klasse von quadratischen 
Formen enthalt. In dieser Arbeit werden wir zeigen, dass man ahnliche 
Produktformeln wie sie Sandham gefunden hat, fiir ungerade a> 7 fin den 
kann, wenn man in den Dirichletschen Reihen nur summiert iiber die 
ungeraden Zahlen m und die Koeffizienten ra(m2 ) ersetzt durch Ra(m2 }, 
wo Ra(m2) die mittlere Zahl der Darstellungen von m2 im Geschlecht der 
quadratischen Form xr +X~+ ... +X~ ist. Eine Verallgemeinerung auf 
quadratische Formen mit der Determinante D> l kann gegeben werden, 
wenn man nur summiert iiber die m mit (m, 2D) = l. 
Herrn Professor VAN DER BLIJ, der mich zur Beschaftigung mit diesem 
Problem angeregt hat und mir viele wertvolle Anweisungen gegeben hat, 
danke ich an dieser Stelle. · 
2. Wir gebrauchen die Schreibweise und Formeln aus Siegels "Uber 
die analytische Theorie der quadratischen Formen" [2] (im Folgenden 
zitiert mit S). 
6 = 6(ml sei eine m-reihige symmetrische Matrix und :;t = :;t(nl eine zweite 
symmetrische Matrix. Die Anzahl der modulo q inkongruenten ganzen 
Lostingen von 1'61 = ::t (mod q) sei Aq(6, ::t) .. Sei T. die Determinante 
von ::t. Ist p eine Primzahl, pb die hochste in 2T aufgehende Potenz von p, 
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so wahl en wir a> 2b und definieren wir q = pa. Wir definieren jetzt fiir 
m>n 
(2.1) 
Dann ist 1Xv(~, :1::) von a unabhiingig (S. Hilfss. 13). 
Sei A(~, :1::) die Anzahl der ganzen Darstellungen von :1:: durch ~. 
Wir bezeichnen A(~,~) mit E(~). Man bilde 
wo ~k die Klassenrepriisentanten (~1), (~2), •.• des Geschlechts von ~ 
durchlaufen soll. Weiter sei 
Wir definieren die mittlere Zahl der Darstellungen von :1:: im Geschlecht 
von~: 
(2.2) 
Wir betrachten jetzt R2n+l(t2) = A0(t:r2n+l' t2) wo t:r2n+l die (2n+ 1 )-
reihige Einheitsmatrix ist. 
In S. Satz 1 ist bewiesen: 
2n+l 
(2.3) A 0 (t:r2n+l' t2 ) = r(¥) 12n-1 IT (rc:. t2) · ' · 1Xp ~2n+1' • p 
Fur p of= 2 ist (S.Hilfss.l6) 
(2.4) 1Xv({;r2n+l,t2) = (1-p-2n) (l+r+ ... +rl-1+1_:~-n); 
dabei ist pl die hochste in t aufgehende Potenz von p, r = p1- 2n und 
e=C;T· 
Wir werden jetzt 1X2(t:r2n+l' d2) berechnen fur 2 f d. 
tX2({;r2n+V d2) = 2-6n A 8({;r2n+l' d2). Wir berechnen A 8 ({;r2n+v d2) = A 8 in ublicher 
Weise: 
I 
hmod 8 
Xt • .••• X2n+I mod 8 
(2.5) 2niiuP 2nihx2 = i I e --s- { ! e-s-}2n+I = 
hmod8 xmod8 
2:rrih 2nihx2 
= i I e- -8- { ! e-s-}2n+l = 26n +En. 24n~l + <5n. 25n, 
hmod8 xmod8 
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wo 
e,.= -1 fiir n = 2 (mod 4) und <5,.= .. )
, 1 fiir n . 0 (mod 4) ~ 1 fiir n - 0 oder 1 (mod 4) 
0 fiir n = 1 (mod 2) -1 fur n = 2 oder 3 (mod 4). 
Das gibt: 
(2.6) 
3. Sei 
(3.1) 
(3.2) 
00 
Z(s) = (1- 2-•) C(s) = ! m-
m=l 
(m,2l=l 
L(s) =! (~4) m-•. 
m=l 
Wir de:finieren 
(3.3) 
Also ist G,.(s) = ~ Z(s) fiir n = 0 (mod 2), 
( L(s) fiir n = 1 (mod 2). 
Betrachte jetzt die Reihe 
(3.4) I R2n~(mB) = F(s) 
m=l 
(m,2l-1 
(die Reihe ist konvergent fiir . Re s > 2n + 1)! Wir haben 
(-lr 
(3.5) G,.(s-n+ 1) F(s) = I .~ .. +1! (~1r · d-"+1 · R 211+1(d2). 
m=l m d/m 
(m,2l=l 
Wir wenden jetzt (2.3) und (2.6) an: 
2n+l 
~ (-J)n d-n+l R (d2) ~ :re-2- G,.(n) (-I)n d" 
k d · · 2"+1 = k (2n + 1) ' en · Z(2n) ' d · · 
d/m dlmF --
2 
(3.6} . IT SI-r (1-e. p-") +rl? = 
21 ( 1-r S 
= o(n) ·J:.. (~1r . d". I] g=~ (1-e. p-">+r1 ~, 
wo l22n B~n 2n+l --·C ·- fiir n == 0 (mod 2) :re-2- G,.(n) 2"+1 " Bn ' (3.7) O(n) = r 2n+I ·C,.·Z(2n) = 2" En-l ) (-2-) 22,._1·n·c,.· B: fiir n, == 1 (mod 2). 
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Dabei sind B .. , E .. die Bemoullischen bzw. Eulerschen Zahlen (vergl. 
z.B. BIEBERBACH, Theorie der Funktionen). 
Die Summe (3.6) hat die Gestalt ~ f(d), wo f eine Funktion ist mit 
dim 
der Eigenschaft f(ab) = f(a) · f(b) fiir ganze teilerfremde a, b. Daraus folgt 
fiir m= IT p"'P 
'I!/m 
IXP 
(3.8) ~ f(d) =IT ~ f(p•). 
dim 'Pim •-0 
Also ist 
~ (~ 1)". d-n+l . R2 .. +1(d2) = 
d/m 
= O(n). IT ! (-=-~r. p"· { ~=~ (1-e. p-") +r·} = 
pfm •-o P 
(3.9) 
= O(n) IT(- 1)""'" . (p<2n-ll (ap+ll _I) = 
pfm p (p2n-1_ 1). p<n-l)ap 
O(n) · ( :;!J . IT p(2n-ll (ap+ll- I 
m" 1 p/m p2n 1 _ I · 
Das setzen wir in (3.5) ein: 
G .. (s-n+ 1) F(s) = O(n). ! _..!:._. IT p(2n-1) (ap+ll _I = 
m-1 m• pfm p2n-1_ I 
(m,2)-1 
(3.10) 
00 1 <>p 
= O(n) . ~ m• . IT ~ p<2n-1l• = 
m-1 pfm •=O 
(m,2)=1 
oo I 
= O(n). ~ m• ~d2n-1 = 
m-1 d/m 
(m,2)-1 
= O(n) · Z(s) · Z(s- 2n+ 1). 
Wir haben also bewiesen: 
Fiir n = 0 (mod 2) ist 
(3.11) 
00 
~ R 2n+1 (m2) = O(n). Z(s) ·Z(s-2n+I). 
m=1 m• Z(s-n+1) 
(m,2)=1 
Fiir n = 1 (mod 2) ist 
(3.12) 
00 ~ R2n+1(m2) = O(n). Z(s) ·Z(s-2n+1). 
m=1 m• L(s-n+I) 
(m.2)=1 
O(n) ist durch (3.7) bestinunt. 
Beispiel: Sei n = 2. In diesem Falle ist 
5 
n2 Z(2) 5 
O(n) = r(~) . Z(4) . 8 = 10. 
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Da das Geschlecl).t von ~6 nur eine Klasse enthalt, ist R6(m2)=r6(m2). 
Wir haben also ! r 5(m2) = lO . Z(s) · Z(s- 3) 
m=l m• Z(s-1) • 
(m,2)=1 
Das ist eine der in [1] gefundenen Fol'li1eln. Die andern zwei folgen a us 
(3.12) mit n=1 und n=3. 
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